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Аннотация. В работе показана однозначная единственность классического решения задачи Д и­
рихле в цилиндрической области для трехмерных гиперболо -  параболических уравнений с вырождением 
типа и порядка.
Resume. The paper shows the unique solvability o f the classical Dirichlet problem in cylindrical domain 
for three-dimensional elliptic equations with degeneration type and order.
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Введение
Теория краевых задач для вырождающихся гиперболо -  параболических уравнений на 
плоскости изучены в [1].
Многомерные аналоги этих задач в обобщенных пространствах исследованы в [2]. Коррект­
ности задач Дирихле для вырождающихся многомерных гиперболических уравнений установлены 
[3 ,4].
Разрешимость задачи Дирихле в цилиндрической области для трехмерных гиперболо- 
параболических уравнений с вырождением типа и порядка показано [5], а в данной работе дока­
зывается ее единственность решения.
Постановка задачи и результат
Пусть Qap — цилиндрическая область евклидова пространства Е 3 точек (xl,x 2,t), 
ограниченная цилиндром Г =  {(х, t) :| X |= 1 } , плоскостями t = /3>  0 и t = /3 < 0, где |х| — длина 
вектора х = {х1,х 2).
Обазначим через О я и Отчасти области Qr//, — а через Гг/_,Г/; — части поверхности Г, 
лежащие в полупрастранствах t > 0 и I < 0, <та — верхнее, а сг/; — нижнее основания области
Пусть далее (S'—общая границ областей П./_ и Q /; представляющее множество в
{/= 0, 0 <| X |< 1} в-Ёо.
В области Q  :1р рассмотрим вырождающихся трехмерные гиперболо-параболические 
уравнения
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0 =
Z / M ') " , .  - р 3( Ф п  + &  (х, + 6(х? + с(х? = 0, £ > 0,
i =1 2 2 z=l 1
2 2
, (х, /)»,. + е (х ,/)», / < 0,
.7 = 1  7=1
где /?,(/) > 0  при / > 0 , p t(О) = 0 , ^ (7 ) > 0  при / > 0 , и могут обращаются в нуль при 
* =  0 ,P/(t) е C([0, a ] ) n C 2((0,a )) , gj(t) (=С<\)3,6§,i = 1,2,3. , j  = 1,2.
В дальнейшем нам понадобится связь декартовых координат X l , X 2, t  с полярными
г,в, t :xl =гсоъв,х2 = г ъ т в ,г > 0 ,  0 < в < 2 ж .
Задача 1 (Дирихле). Найти решение уравнения (l) в области Q a/} при t Ф 0 , из класса
C y(Q.ap) сл C 2( f l a '-J Q /;), удовлетворяющее краевым условиям
l i \* =0, и |г =0, (2)
а  а
г'1Г/?= °, Ы1 = Ъ -  (3 )
Пусть
л ( 0  л ( 0  л ( 0
/ = 1,2 ,3, j  = 1,2, е(г, в, 0  < 0, V(r, 6», t) е .
Тогда справедлива
Теорема. Если выполняется условие
c o s * 0 , s = l , 2 ,... , (4 )
то решение задача 1 тривиальное, где //v п — положительные нули функций Бесселя первого рода
J ( z ) , т ± ш ^ п = о , , .....
Ц  2 В Д )
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Доказательство теоремы
Рассмотрим задачу (l), (3) в области Q /; и докажем, что ее решение нулевое. Для этого сна­
чала построим решение первой краевой задачи для уравнения
2  2
= + o t -  j y , o x + du =  0,i i i
7=1 7=1
с данными
u |5 =  T(r,6») =  Tio(r), v\r = 0 ,
(5)
(6 )
z,
где d(x, t ) = e -  У У „, , r 10(r) e G, G — множество функций т(г) из класса ( '([0, l]) П1С1
7=1
Множество G  плотно всюду в L 2 ((0 ,l)) ([б]).
Решение задачи (5), (6) в полярных координатах будем искать в виде
оо
v(r,e ,t) = v10(r,t) + п (г, t) cos пв + v2n (г, t) sin пв),
п- 1
где и10 (г, t\  и1п (г, t), и2п (г, t) — функции, которые будут определены ниже. 
Подставляя (7) в (5), в полярных координатах будем иметь
(7)
(
А*и = & (0 cos "во.
sin2 в ^
10 гг 10 г
Г
(
-& 2( 0 sin“ 0 v,
cos2 в ^
- ц ,1 Or 1 ^ 1  Or
r
-  d1 (r ,e , t) cos в vWl, -  d2 (r ,e , t) sin в v10l, + d(r,6, t)v10 +
- Z W o
sin2 в
cos ; e(cos n воЪ1П, + sin n dv2nn) + --------(cos n 0vhll, -sin и 0 V 2 n r ) -
nsm 29 { . ч nsin29 t ■ n \
- (sin n t)v]nr -  COS n VV2nr)+ ----- ;—  (cos n Vv2n -  sin n t)v]n ) -
r
n2 sin2 в 
r 2
n sin 26
2 r
(cos n 6vln + sin n 6v2n) g 2(f)[sin2 e(cos ndv]nrr + sin n0v2im)-
cos2 в ,
(cos ndv2m, -  sin ndvlm) + -------- (cos ndvlnr -  sinndv2m,)+
nsm 26 / . ч n2 о / ч
(sin n vvln -  cos n0v2n) — — cos“ fc c^os n6v]n + sin n0v2n)
2 r
-v^nt sin я# - d x
-v hltcos п в -
cos 6>(cOS n6vlnr + sin n6vnm) +  П Sln  ^(sin n.6v]n -co s n6v^n )
r
in e(cosn6v]nr + sin nво2пг) + ncos  ^(cos nви1п -  sin n6vln)s
+ d(cosn6vln +sin n6v2n)}=  0.
(8)
Теперь полученное выражение (8) сначала умножим на р(д') Ф 0  а затем проинтегрируем от 
о до 2 к  . После несложных преобразований получим ряд
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(gi + #2) (  + 1  ~ ] - 0  и - i i l __i A r f  f v  -  — v  1 +
2  Mol U\0rr ^  U\0r I Мо^Ш 2  101 10rr ^10
+  « 10('%О ц Or +  ciо0%Ф ,о  +  Z  | Z  Pm ('
n=1 I 2=1
H-2  ' V jwrr
PjnUjnt +
(gl - g 2) d j»
1 n
j^nrr ,^in' 2 ^jn
V r  r  J
I ( g 2 - g l ) „  ^
2
u, Л
v.  — ]-
J"r 2 r v У
+ а ;„ ( г ,ф ;„г + с ;„(г,г)и;„ =  0,
(9)
А Л  А Л  А Л
Pin =  J  p (d )co sn 6d 6 , p 2n =  J  p s \n n 6 d 6 ,d lri =  J  p c o s2 6  cosn M O ,
о o o
2 л- 2^г 2 л-
^2« = J pcos2 6 sm n 6d e , е1л = — Jpsm 2#sm /26ti#?e2w = J p sm ld co sn O d e ,
о o o
2л 2л
J*/?(—d^cos0  — c/2sin6?)cosnQdQ, a2n = J*p { —dYco se  — d 2sine)sinn@de,aYn =
2л
ci« = j / 7
0
( j  ' /л j  а\п $ т п в
( -  C/j sin в +  a 2 co s  в)--------------- b £7 COS /7 в d e.
2л
°2 n =  \ p  
0
( -  c/2 cos в  + d y sin 0^n c o s n 0 _|_ j sin t/#, /7 = 0,1,... .
Далее, рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений 
g(t)Pio ( Цогг +  - Ц о г ]  -  А (М »  =  °> # ( 0  =  g l ^ g 2 ^ ,
ут
1 УЛ
Л
УЛ ~ + - УЛ Г- 2 v Г Г у
■ Pi (Р jit
_(g 2- g i M 0r.,  ц— I / ) ----и^£_ —/у I) —/7 I)
u \Orr и 10и 1 Or 10  10 ?
(10)
(11)
1 п
-d V , — L> , -2 ;«-lr r ;«-lr
,2 Л
2 Vjn- 1 "У”-!
jn- 1Л
jn-lr
-  <*in-l»in-lr -  CJ « - l J  =  I 2, »  =  2 .3 . ••• •
Нетрудно показать, что если ,2, п = 1,2,... — решение системы (ю), (и), то оно
является и решением уравнения (9).
~ [ 1 ЛДалее, учитывая ортогональность ([6]) систем тригонометрических функций j — , cos Ylи, 
sinnd, п = 1,2, ...} на отрезке [0,2л-] из краевого условия (6) в силу (7) будем иметь
30 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия Математика. Физика. 2016 № 27 (248). Выпуск 45
Р )  =  О, Ц 0( ^ ° )  =  Г ю (г),
и » (Г ,Р )  = 0, uJn(r,0) = 0, / = 1,2, и = 1,2,....
(12)
(13)
Таким образом, задача (5), (6) сведена к системе задач для уравнений (ю),(п) с данными (12) 
и (13). Теперь будем находить решения этих задач.
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (ю), (и) можно представить в виде
где f n(г,t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом /0 (г, /) = 0.
В [7] показано, что краевые задачи для уравнения (14) с условиями (12) и (13) имеют един­
ственные решения.
Следовательно, сначала решив задачу (ю), (12) ( / = 1, п = 0), а затем (и), (13)
(7 = 1,2,77 = 1) и т.д. найдем последовательно все o10(r,t), ojn(r,t), j  = 1,2, п = 1,2,... .
Итак, показано, что
(14)
(15)
о
Пусть /(г,#, t) = R(r)p(e)r(t),  причем R(r)е V(], F0 -плотна в Z 2((0 ,1)),
е  С "  ((0,2*)) — плотна в L 2 ((0,2л- )), a T(t) е  V j, \\ — плотна в А 2 ((О, /?)).. Тогда 
/ ( г ,  0 ,t) <eV,V = V0 ® (0, 2л-) <S> Fj -  -плотна в L 2 (D p ) [6].
Отсюда и из (15) следует, что
\ f ( i %e,t)L\vdCLp = 0
И
Таким образом, решение задачи (5), (6) построено. 
Аналогичным образом, строится решение этой задачи, если
т(г, в)  = г1я (r)cos 77 <9 + г2я (r)sin 77 <9, 77 = 1,2,....
Из определения взаимно-сопряженных операторов 1^ , Z j, ([7]) имеем
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где P jii) = 'Sy ,g i(t)ur cos(n  , x\ Q  = cos(n  , cos( n ,/), a N 1 -внутренняя нормаль к
/=1 /=1
границе 6:Q /;.
Отсюда, по формуле Грина, получим
|  г(г, в)и(г, 0,0 )ds = 0. (16)
S
Поскольку система функций {l, COS пб, sin пв, n = 1,2 , ...}плотнав /,2((0 ,2 ;г)) ([б]), то из (16)
заключаем, что г/(г, в,6) = 0, \/(г, в)  е  S.
Сталь быть, по принципу экстремума для параболического уравнения решение задачи (l), (3) 
11 = 0 В Q/; ([8]).
В [9] показано, что если выполняется условие (4), то решение задачи (l), (2) в и = 0 . 
Теорема доказана.
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